



On the Construction of Probability Distribution of 
Random Variable Defined over Positive Region 
from Gamma Type Series Exp:msion Expressions 
光 雄梧
Mitsuo OOTA 
(R，配eived22 March， 1966) 
9 
For the basis of two methods of statistically treating many correlative physical 
quantities flL1ctuating only in positive region， the method using the joint characteristic 
function in a form of Hankel transform and the expansion method in a form of 
orthonormal series were introduced in the previous papers. 
We are weII aware of the fact that the energy fluctuation of random current comes 
to the front in almost aII of the noise measurements. More explicitly， when many 
random processes are passed through non-linear circuit elements such as energy 
detector and the energy output f1uctuation is considered， the probabi1ity variables 
defined over positive region in a functional space are fundamental quantities in phys-
ical engineering. 
First， we consider only the definition region in which the actual random physical 
quantities fluctuate (e.g.， ifwe take the energy， its definition region extends over 
( 0，∞))， and then expand the probabi1ity density distribution function which governs 
the random physical quantities in the form of series expansion within its definition 
region. We use the appropriate number of terms in the series expansion according 
to the stability of distribution or the necessity for practical use. 
As to the above series expansion， ifour attention is particular1y focused on the 
possibility of straightforward uti1ization in engineering problem， we don't always take 
the form of an orthonormal series expansion. The kernel of this paper consists of 
providing several methods for the decomposition of superpositions of gamma type 
distribution functions of one variable in the form of non-orthogonal series expansion. 
Further， this paper deals with its uti1ization in concrete cases tOO. 
From this point of view， several gamma type expansion expressions of the probabi-
lity density distribution of the random energy fluctuation in the form of non-orthog-
onal series expansion are derived， by means of the Laplace type characteristic function， 
particularly in connection with the Gaussian random noise problem. In this case， each 
of the term in the above expansion expressions is reasonably described by two para-
m，eters， one of which takes successively each value of positive integers. 
恭助教授
10 
The theories described in this paper seem to have some importance for several 
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t=1 ‘ν1).12 ).Ik 
-(1-sω-Jl1(1-S2ω 一均 (l-s叫叶)
(si==2At) ・H ・H ・...…(1)
ここで，変数変換:
1 -Siti = 1/Xi -・・・・・但)
を施して，式(1)は次のごとく書き改められる口
M(旦二L …・・~空空=?)=(ベ(X判1陀x
¥81Xl SkXk / 
(52 54M，・・ vぷL7.J)-H(3)
今，結合積率母関数から，
lI./f( Xl -1 X2 -1 Xk -1¥ 
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すでに述べたごとく TI直交性を犠牲にして， Levy 
の連続公式から，式(6)(7)の結合積率母関数の展開表示
をそのまま表領域の結合確率分布表示に改めれば，























M(t)= ~帥f . Eo:L 1恒=2A)(1-st)m --z:-l l-st J 
~ t • • • • • • • .・・・・・但)
で与えられ，式(3)でK=lとすれば，
I _ 咽¥Eo Eox 
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国 f 四回 、no十n+l
dE= ~ A(n)r(Do十n十1)/.;:'A " 1 




に一致せねばならず， したがって x→ 0における対
応関係から，
A(o)r(no+ l)sno+ 1 x no+ 1 = a(O)xm ……仰
すなわち，
no+ 1 =m a(O)ニA(O)r(m)伊 ....t...舗








































A(O) ==e 何 /2A)/山〉則前}
の値が算出される口したがって式聞から，初項の展開
係数は次の表示で与えられる。
a(O) =A(O)T(m)sへ(m=no+l) (s=2A) 





一一Eo/Co = lim (1-st)mM(t) = e -.l!. S .・ H ・..……凶
の結果が算出され，もちろん，式倒の表示と全く一致
している。
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a(O.O)=lim r(1-S1以 1-S2t2)γM(t1 • t2) 
t 1 • t2→∞戸
( ， P122S1S2t，t2 ¥-m ==lim {1- ，-"1~ '"1昌 1 ト
t1， t2→∞l ~ (1-s山)(1-S2t2) J 









に採用することも可能である O 今，特に S10S2とし







lo t2→∞l [1-S1 (1 -P122)t1J [1-S2(1-P1z2)t2J 
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面で有理型で与えられる時 oでない零点を alJ a2. 
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lim P(E) = 0 
E一~C>O
の性質をもち，したがって，


































の内， Qo， Qlのみを採用することとすれば， P(E) 
は次の表現形式となるo




P(E) =e-EJ80f(E) =e-EJs. CLCnE叫}
(ι=~当旦L) 聞
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の関係が得られる。これが式(担)に対応する具体的表
I'J' 
M(か語。an+l(l-st)-(n+1> ••••••••••••• "(41) 
であり， したがって Levyの連続去式から，一般展
開表示伽)に対応する具体的表現は次のごとくなる。
P(E) =2: an+1Pr(E;s，n+1) 
叫=0 ……(胡












p(E)=e-AE・f(E)= e-AE. L:CnE叫n ・H ・-……(咽
の形で表示し得るならば，このP (E)は次のように
r-分布群で展開構成可能である。

















叫=u .IJ'''' 110'ゐ ./1
(s=す) ? ? ????
ここに，展開係数 C叫は.P(E)から
ψ(E) = eAEE-kp(E) = eAE・q(E)
をつくり，徴分に関する Leibnizの公式と. Talor 
展開を用いて，




(a) E= 0で P(E)はー 1位より大きい位数の零
点を含み，正の領域でのみ定義されている。
(叫 E=Oで P(E)がk{立の零点 (kく0ならE
=0は実は∞となる)をもつならば r-分布展
開は変動母数k+lから初項が始まる口
(c) 今一つ，母数 s=1/.1は ι 分布型展開各項に
おいて不変となりp くE>と結びついているD
(d) q(E)=E-k・P(E)をつくる時. q(E)は E=
Oの近傍で逐次の右徴係数をもっ。



























特に， (瑚の Bessel-型平均 Energy分布に対して
は，関係:
μ(-}-届日=(〆面)m-l呈(〆国別加









A==-:A-， k=m-l. C帽 ~o叫(1/~旦竺…・同2A ' _. -- ~，~.. nlr(m十n)
のもと，式聞から直ちに.Bessel-分布のr-分布型展
開構成が次のごとく算出されるD
P(E) = e -Eo/2À 言。~~ogA)2n Pr ( 
E;2A.n+m) ・H ・..……防)









































Eft(三 Rh2)=三~1.hi2 (1.h，i==ghi，超球) ..・ H ・-倒
さらに，各展開係数がk次元正規分布のN個の独立な
積からなる結合分布に従う時，Eh(h=1， 2，・H ・H ・..k)
の結合積率母関数が，次の表示で与えられることも以
前;諒した (m=N/2)o
M(t1> t2 • …… .tk)=(1(8問 -PpqVSpSq tpJ ])-m 




M(tht2，….. .tr.:) = I lT(1-sptp) 
'"-p=1 
.( I[~'pq-PピTq tL-J !)Jm 
h 
=F(χ10 1.2•…… ,1.k) lT (1-sptp)ー 悦 ・H ・H ・.(61)
p=1 
ただし，変数変換:





1 k12(1-χ1)， k13C1-χ1)，…，ktk(lー χ1)
k21(1ー χ2)， 1 ，k23C1-χ2)，…，k2k(1ー χ2)
k81C1ー χs)，ks2(1ー χ3)， 1 ，…，kskC1ー χ8)
…kr.:-1kC1ー χk-l)





F(χ1.凡…...，1.k) =:E 一一一 1一一一
ν1"・νk 1I1!ν2!" .νι! 
...~ 811+ν2+……均F(O.O.…，0)





o ，-k12 一k13 ・H ・".-k1k I} 
k21C1ー χ2)，1 ，k28C1ー χ2).……，k2k(l-χ2)
ks1C1ー χS)，k32(1-χ8).
kr.:1 (1-1.k). kk2(1-χ心，kka(l-χk)....，k比(1ー χk)
... …・・(白)
/Ci'V 2_ 8 ! aF aム ¥θム 8 / 8F¥ θ2FIδχ1 -一一一f一一・一一一 1= 一一一・一一-(~，8X1 ¥ 8ム θχ11 8X1 -8X1¥8.6. ) 




。ν1+ν2+'"均 F (θA¥111 (θム ¥ν2
¥Bχ1 J ¥θχ2 J 。χ11θχzν2...8χh 、/、/
(-f J1+均+...+均Fθム¥d8Xk J Aムν1+ν2+・・・+











o -k -k18…k1kl = I 0 k12 k13…k1k 
k21 1 k28 .， k2kl (ー1)Ik21 1 k23.. k2k 
Ik81 kS2 1…kak 




ニ [1 k12 k18.・k1k




(1-sptp)-m_x/P= (1-sptp)ー (m十町)・H ・.(71)
の関係がある点に着目して，結局，式側， (61)で与えら
れた結合積率母関数は次の表示に帰着する。
M(tr. t2 •• …・・， tk〕 =22...2 1 
ノ ν1νzνkν1!ν2!・H 均 l
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・10 k12 k18…klklv1・11 k12 k13…k1klvz 
k21 1 k28 ・ k鈎 Ikz1 0 k23 … kZk 
k81 k82 1…k8kl Ik81 k82 1…kak 
kkl kk2…kkk-l 11 Ikkl kk2…k枕寸 1
1 k12 k18… klk¥νs…¥1 k12 k18… k1制均
k21 1 k28. .， kzkl Ik21 1 k28 k2k 
kS1 k82 O. .， kSk 
kkl kk2… kkk-l1 
kS1 kS2 1 kak 
kkl kk2…kkk-10 
1 k12 k13.. k1kl-(m+v1 +均+川
k21 1 k28 ・ k2k 
..問
特に 2変量 (k= 2)， すなわち式側で与えられ
た結合r-分布表示のr-分布型展開構成に対しては，
まずk=2とした展開係数:
C(Vl ， h〕 =-1-Z臼1十円士~ハ!ν2! r(m) 
1 p~ 一向尚瓦|九 |1-P1d玩~ Iν2 
P21〆Sl/S2 1 I P21〆S1/S2 0 
-11-pd早川一(m+Vl+ν2)
P21〆St!S2 1 
1 ・r(m+ν1+νV(-P12/，1 +νz 
ν1!V2! - r(m) 















51 (1-PI22)， 52(1-P122)を採用してみる o置換 Xi=
5iti(i = 1，2)のもと，式(31)の積率母関数は次のように
変形することが出来る。
M(t1， t2)::: (1ー (Xl+X2)+(1-P122)玄lX2-前
= (1-P122)m[l-P122ー (1-P122)(Xl十X2)
+ (1-P122)2XtX2]-m = (1-P122)明[1
一(1-P122)(Xl +玄2)+ (1-P122)2XIX2 -Plz2Jー 前
= (1-P122)m((1-(1-P122JXl)(1ー (1


















(E1;(1-PIZ2)sl，m+n)P r(Ez， (1-Plz2)5z，m+n) 
・(82)
もちろん，
Pr(Ei; (1-PJ22)si，m+n) = 
r(m+n)[(1-P122)5iJ前刊
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